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(490/00) [ (4Q/Qq) unabhingig von der magnetischen
Feldstarke sein soll, durch die fiir den elektronischen
Teil durchgefithrte Rechnung recht gut bestitigt. So
erhilt man fiir schwache Magnetfelder

Ag AQ_»l—nM(_ ¢

T kT

wle, "1
fiir starke Felder

e 40— ) o o ).

)=0.353 (2 - k;)

L. MERTEN

Dagegen trifft das SteeLesche Ergebnis im Bereich
des phonon drag weniger gut zu, wie die vorliegende

Messung bei 87 °K zeigt (Abb. 12).

Herrn Prof. Dr. E. Kravurz danke ich herzlich fiir die
stindige Forderung dieser Arbeit, der Geschiftsleitung
der OSRAM-Studiengesellschaft fiir die Moglichkeit zur
Durchfithrung dieser Untersuchungen, den Herren Dr.
J. ArpeL und Dr. H. Scuurrz fiir viele wertvolle An-
regungen und Diskussionen. Herrn Dipl.-Phys. H. Bruns
bin ich fiir die Herstellung der einkristallinen Germa-
niumproben zu grolem Dank verpflichtet.

Berechnung der Gitterschwingungen in Kristallen mit Zinkblendestruktur

I. Gitterschwingungen ohne Beriicksichtigung der Coulomb-Krifte

Von Lupwic MERTEN

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Universitdat Miinster (Westf.)
(Z. Naturforschg. 13 a, 662—679 [1958] ; eingegangen am 31. Mirz 1958)

In der nachfolgenden Arbeit werden die Gitterschwingungen in Kristallen mit Zinkblendestruktur
theoretisch untersucht. Inshesondere wird die Abhingigkeit der Frequenz w vom Wellenzahlvektor ¢,
das sogenannte Dispersionsspektrum, berechnet. Bei den Zinkblendestrukturen ergeben sich sechs
als Funktionen von ¢ stetige Eigenfrequenzen w(q ), die als Schwingungszweige bezeichnet werden.
Fiir einige ausgezeichnete Richtungen wie die (111)- und (010)-Richtung lassen sie sich durch ge-
schlossene Ausdriicke darstellen.

In den allgemeinen Beziehungen wurden Kréfte zwischen ersten bis dritten Nachbaratomen be-
riicksichtigt, da Abschédtzungen ergaben, da3 Krifte von zweiten und eventuell dritten Nachbarn, aber
nicht mehr von weiter entfernten die Gitterschwingungen noch merkbar beeinflussen. Fiir eine nume-
rische Auswertung der erhaltenen Gleichungen ist die zahlenmidBige Bestimmung der in den Glei-
chungen auftretenden Koeffizienten, der sogenannten Kopplungsparameter, erforderlich. Beriicksich-
tigt man in erster Ndherung nur Kréfte zwischen ersten Nachbarn, so lassen sich die Kopplungspara-
meter durch die elastischen Konstanten festlegen.

Beim Vergleich zwischen den berechneten und gemessenen Werten fiir die Dispersionsfrequenz
(= Frequenz der optischen Schwingungen in der Grenze g=0) ergeben sich noch Diskrepanzen, die
vermutlich nicht allein von MeBfehlern in den elastischen Konstanten herrithren. Da in den Zink-
blendestrukturen neben den homoopolaren Bindungskriften auch noch Couroms-Krifte als wesent-
liche Krifte auftreten, wurde vermutet, dal diese Diskrepanzen sich wenigstens zum Teil durch Ein-
beziehung der Couroms-Kréfte erkldren lassen. Deshalb soll in einem zweiten Teil der zusitzliche Ein-

flul der Couroms-Krifte auf die Gitterschwingungen behandelt werden.

Die Behandlung vieler Fragen der Kristallphysik
setzt die Kenntnis der thermischen Schwingungen
im Kristall voraus (z. B. die Berechnung der spezi-
fischen Warme, Deutung der optischen Erscheinun-
gen im Ultraroten). Da die Kristalle mit Zink-
blendestruktur wegen ihrer teilweise ausgepréigten
Halbleitereigenschaften — hier sind besonders die
erst in jingster Zeit (etwa ab 1952) niher unter-
suchten sogenannten III —V-Verbindungen zu nen-
nen — in den Vordergrund des Interesses geriickt
sind und bis heute keine allgemeinen Berechnungen

1 Als zusammenfassende Darstellungen siehe etwa: a) M.
Born u. K. Huang, Dynamical Theory of Crystal Lattices,
Oxford, Clarendon Press 1954; b) G. Leisrriep, Gitter-
theorie der mechanischen und thermischen Eigenschaften
der Kristalle, im Handbuch der Physik, Bd. VII, Teil I,
Springer-Verlag, Berlin 1955.

der Schwingungen in ihnen vorliegen, wurde mit
ihrer Berechnung begonnen.

Die grundlegenden Theorien iiber die Gitter-
schwingungen sind von Bor~ und Mitarbeitern ent-
wickelt! und von verschiedenen Autoren bei Nicht-
metallen, soweit bekannt, bisher auf folgende Sub-
stanzen angewandt worden:

Natriumchloridgitter:
NaCl (1938, 1940) 23, KCI (1941) 4;
Diamantgitter:
C (1948) 5, Ge, Si (1953) S.

2 R. H. Lyopaxe u. K. F. Herzrerp, Phys. Rev. 54, 846
[1938].

E. W. KeLLermany, Phil. Trans. Roy. Soc. 238, 513 [1940].
M. Jo~a sr., Phys. Rev. 60, 822 [1941].

H. M. J. Smirn, Phil. Trans. Roy. Soc. 241, 105 [1948].
Yi-Cuanc Hsien, J. Chem. Phys. 22, 306 [1954].
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GITTERSCHWINGUNGEN IN KRISTALLEN MIT ZINKBLENDESTRUKTUR

I. Struktur und Geometrie des Zinkblendegitters

Zum Verstiandnis der Gitterschwingungen ist ein
kurzer Uberblick iiber die Bindungseigenschaften
und den geometrischen Aufbau des Zinkblendegitters
erforderlich.

Das Zinkblendegitter besteht bekanntlich aus zwei
flachenzentrierten kubischen Teilgittern, die um ein
Viertel der Raumdiagonalen eines Elementarwiirfels

Abb. 1. Zinkblendegitter. Ausgezogen: Teilgitter 1, gebildet
z. B. von Zn-Atomen. Gestrichelt: Teilgitter 2, gebildet z. B.
von S-Atomen.

gegeneinander versetzt sind, und unterscheidet sich
vom Diamantgitter im Aufbau dadurch, daB} die
beiden Teilgitter aus verschiedenen Atomen be-
stehen.

Diamant- und Zinkblendegitter haben mit noch
einigen anderen Gittern (z. B. dem in seinen Eigen-
schaften dem Zinkblendegitter verwandten Wurtzit-
gitter) gemeinsam, daf die néchsten Nachbarn eines
jeden Atoms in den Ecken eines gleichseitigen Tetra-
eders setzen, in dessen Mitte das betrachtete Atom
selbst sich befindet. Die Eckatome sind dabei im
Falle des Diamantgitters die gleichen wie das Zen-
tralatom, im Falle des Zinkblendegitters dagegen von
ihm verschieden. Diese Tetraederstruktur héngt un-
mittelbar mit dem Hauptbindungscharakter dieser
Kristalle zusammen.

Entnimmt man Tab. 1 ein paar Beispiele, etwa
CuCl, ZnS, InSb, SiC, so sieht man, daf} die Summe
der Gruppennummern des Perioden-Systems, denen
die beiden Bauelemente entnommen sind, in allen
vier Fallen acht betrdgt, namlich 1+ 7 bei CuCl,
2+ 6 bei ZnS, 3+ 5 bei InSb und 4 + 4 bei SiC. Da
die Ordnungszahl gleichzeitig die Zahl der Valenz-
elektronen angibt, so bedeutet dieses, daB} jedem
Atompaar acht Valenzelektronen zur Verfiigung ge-
stellt werden. Je zwei bewirken die Hauptbindung
eines Atoms mit je einem der vier nachsten Nach-
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Ver- Ver- Ver- Ver-
bin- a bin- a bin- a bin- a
dung & dung | A dung X dung }
1+7 2+ 6 3+5 4+4
CuF 4,255 BeS 4,85 AP 542 SiC 4,368
CuCl | 5,4057 BeSe 5,07 AlAs 5,62
CuBr  5,6806/ BeTe @ 5,54 AlSb | 6,13 i
Cud 6,0427\ ZnS 5,412 GaP | 5,436  aullerdem:
Agl 6473 ZnSe 5,65 GaAs 5635 MnS | 5,600
| ZnTe 6,07 GaSb 6,118  MnSe 5,82
CdS 582 InP 5,861
| CdTe 6,41 InAs 6,036
HgS | 5,84 1InSb | 6,461
HgSe 6,07 ‘
HgTe 6,36

Tab. 1. Verbindungen mit Zinkblendestruktur *.
a: Gitterkonstante.

barn, und zwar durch Elektronenaustausch mit ihnen.
Man nennt sie bekanntlich homéopolare Bindung.
Da diese homoopolaren Bindungskrifte in der Haupt-
sache nur zwischen ersten Nachbarn wirksam sind,
darf man annehmen, daf} sich bei alleiniger Bertick-
sichtigung von Kriften zwischen ersten Nachbarn
bereits eine brauchbare Niherung fiir die Gitter-
schwingungen ergibt.

Bei den Zinkblendestrukturen treten aber im Ge-
gensatz zu den Diamantstrukturen zusitzlich Cou-
LomBsche Bindungskrifte auf. Man kann sich dieses
durch folgende grobe Uberlegung verstindlich ma-
chen: Verteilt man namlich die acht Bindungselek-
tronen gleichméBig auf die beiden Bindungspartner,
so erginzen sich beim Diamant die Ladungen des
vierfach positiven Rumpfes und der vier Bindungs-
elektronen zu Null, wahrend sich z. B. beim InSb
fir das Indiumatom mit seinem dreifach positiven
Rumpf und den vier Bindungselektronen eine Ge-
samtladung —1 und fir das Antimonatom mit sei-
nem finffach positiven Rumpf und den vier Elek-
tronen eine Gesamtladung + 1 ergibt. Bei der Zink-
blende wiirde dieselbe Uberlegung zu einer Ladung
— 2 fiir das Zinkatom und + 2 fiir das Schwefelatom
fiihren. Daf} jedoch die empirisch ermittelten Ladun-
gen hiervon zum Teil stark abweichen, wird vor al-
lem zwei Ursachen haben. Erstens zieht der Rumpf
des Atoms aus der héheren Gruppe des Perioden-
Systems wegen seiner hoéheren positiven Ladung
die Bindungselektronen stirker an, wodurch die ef-
fektive Ladung verkleinert wird und sich im Grenz-
fall, wo die acht Bindungselektronen vollstandig dem
positiveren Rumpf zuzurechnen sind, das reine

* Nach R. W. G. Wycknorr, ,,Crystal Structures®, New York,
Vol. I, Chap. III, table page 29.
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Ionenmodell ergibt; zweitens wird die verschiedene
GroBe der Atomrimpfe eine Rolle spielen. Daf die
Couroms-Krifte jedoch gegeniiber den homéopola-
ren Bindungskréften nur schwach sind, wurde schon
frih aus der von GoLpscaminT 78 gefundenen Tat-
sache gefolgert, da} die Gitterkonstanten in soge-
nannten isoelektronischen Reihen (Beispiel: CuCl —
ZnS — GaP — AsAl, siehe Tab.1) ungefdhr gleich
sind. In einer isoelektronischen Reihe entstammen
namlich alle links in den chemischen Symbolen auf-
gefiihrten Partner ein und derselben und alle rechts
aufgefithrten Partner ein und derselben Periode. Die
Verbindungen einer solchen Reihe besitzen daher
die gleiche Anzahl von Elektronen, jedoch tragen
die Kerne verschiedene Ladungen. Wiirden diese
unterschiedlichen Kernladungen und somit unter-
schiedlichen Rumpfladungen einen starken Einfluf}
auf die Bindungskréfte haben, so milten die Gitter-
abstinde mit zunehmender Entfernung der Atome
von der vierten Gruppe des Perioden-Systems merk-
lich abnehmen, was tatsiachlich nicht der Fall ist.
Aus diesem Grunde wurden in der folgenden Rech-
nung zunichst die Couroms-Krifte (heteropolarer
Anteil) in der Bindung vernachldssigt. In einem
zweiten Teil der Arbeit sollen sie zustzlich beriick-
sichtigt werden, zumal ihre Behandlung eine beson-
dere, durch ihre grofle Reichweite bedingte mathe-
matische Methodik verlangt.

Auf die Geometrie des Zinkblendegitters sei nur
soweit eingegangen, wie es die spatere Rechnung er-
fordert.

= — =X

Abb. 2. Elementarzelle mit ihren beiden Gitterpunkten.

7 V. M. Goupscumipt, Det Norske Vid. Akad. i Oslo Skr.
Mat.-Nat. KI. [1926], Nr. 2. S.48; Chem. Ber. 60, 1288
[1927].

8 Siehe auch: H. G. Grimm u. H. Worrr, Atombau und Che-
mie, im Handbuch der Physik, Bd. XXIV 2, Springer-Ver-
lag, Berlin 1933, S. 996 —997.

L. MERTEN

Als Basisvektoren verwendet man zweckmiBig die
drei die Elementarzelle aufspannenden Vektoren
a.a,, a;:

r=2ta,+22a,+3a,. (I,1)
Diese haben im Zinkblendegitter die Gestalt
a,= 5 (0,1,1), a= 7 (L0,1),
a,= 5 (1,1,0) ek

[a: Kantenlinge des Elementarkubus (Gitterkon-
stante) ], wobei die Lage des zugrunde gelegten kar-
tesischen Koordinatensystems sich aus der Abbil-
dung ergibt. Mit ihnen schreiben sich die Ortsvek-
toren der Gitterpunkte des Teilgitters 1, dessen eines
Atom im Ursprung liegt:

r()=r()=la,+Pa,+Ba; (,3a)
(i, B, B durchlaufen alle ganzen Zahlen).
Da das andere Teilgitter (kiinftig mit 2 bezeichnet)
gegeniiber diesem um ein Viertel der Raumdiago-

nalen verschoben ist, sind die Ortsvektoren seiner
Gitterpunkte:

i) =t +r@) =T+, 1,11

— (4 Day+ (Brhag+ (B+hay.

(I, 3b)

In der allgemeinen Schreibweise
r (}) =r() +1(k)

bezeichne das Indextripel /= (!, 12, ’) die im
Punkte 7(l) aufgespannte Elementarzelle und k
(hier gleich 1 und 2) numeriere die in ihr gelege-
nen Gitterpunkte der einzelnen Teilgitter; 7 (k) ist
ihr Abstandsvektor vom Punkte 7([).

Da Abschitzungen ergeben, daf} fiir die Gitter-
schwingungen nur die Kréfte eines Atoms mit sei-
nen ersten bis hochsten drittnidchsten Nachbarn einen
merklichen EinfluB haben — wobei von den Cou-
Loms-Kriften zunichst abgesehen sei —, wurden die
Rechnungen allgemein bis zu dritten Nachbarn
durchgefiihrt. Da die explizite Gestallt der Abstands-
vektoren oft gebraucht wird, sind sie in der folgenden
Tab.2 zusammengestellt **. Aus ihr entnimmt man,

** Die Abstandsvektoren der Nachbarn von einem Atom des
Teilgitters 2, etwa a/4 (1, 1, 1), sind die negativen Ab-
standsvektoren der Nachbarn von einem Atom des Git-
ters 1, etwa (0, 0, 0). Numeriert man daher die ersten bis
viertnichsten Nachbarn von a/4 (1. 1, 1) mit n durch, so
ergeben sich die Abstandsvektoren aus der Tabelle, wenn
man die Atomnummern n durch n, k=1 durch k=2 und
umgekehrt und die Vektoren durch ihre negativen ersetzt.



cn e o AR R SRR PN I (o I s sl SN SO IR ST
erste | dritte ‘ '
Nachbarn | Nachbarn
1 ‘r<211)=i(—4—1,+1,+1)3( 0, 0, 0 (1 T3 17 r(3) =5 (=8 +L+1) (+L, -1, -1 (7, -3, -3
2 r@)=FCL-L+D|( 06, 0-1 (5, ;_4‘) 18 r(¥) =4 (+3, +L -1 (=1, 0,+1) l“;li)
3 r(S) =% (-1L+L-1[( 0,—1, 0) (1_: i) 19 r(3) =4 (+L =3+ (=L, +1, -1 (-3, 3 _3
¢ @) =fEL-LE L 00 (=5 ) 20 ) =fL43+D+L-L 0 (5, -3, ])
=10 —0us3a 21 r(#) =t +L+L-3(-L -1+ (-5, 33
e ‘ 22 r(E)=9EHL-L+3( 0 +L-1 (}, 5. -3
5 r(@)=9C 64242+, 0, 0  =(@Ep 23 rE)=7=3%-L-D(0-L-1 (-5, -3
6 1.-(161) =2( 0,42, —-2)|( 0,—L+1 2 () =5 -L4D (-L+L 0 (-3,3.7)
7 ‘r(fl): e 0,4+2)( 0,41, 0) 25 r(3)=51L-3-1(-1 0-1 (_j l_j
8 1"'(181): (=2 0,42 (+1, 0,-1) 2 ,(“g’) =5 (+HL+3, -1 ( 0,—1,+1) (1~; 4)
9  wr()=TE2+2 0 (0 041 27 r(3)=§(-L-L,-3(-1,-1, 0 (-3 -3}
10 ;;r(}‘l)):r';f(+2,—2, 0) (—1,+1, 0) 28 r(;’;‘) = S (=1L +1,+3) (+1, 0,-1) (; l;j)
11 Er(ii): P 0,—2,-2 (=1 0 0 lr) = "4 — 0,8294
(=5 o2y 0L g, |
13 i (13) =2 (-2, 0,—2) ( 0,—1, 0) 29 ir(i"?): “(+4, 0, O)[(—1L+1,4+1) =B
14 «r({{): T(+2, 0,—2) (=L 0,+1) 30 %r(??): S0 0,44, 0)(+1,—1,+1)
15 r)=5(-2-2 0(0 0-1) 31 r()=5¢C 0 0 +4(+1,+1,—1)
6 (=% -2+2 0 (+L-1 0 22 @) =04 0 0EL-1-1
r| = V8 a = 0,707 3 rE)=%( 0,—4 0)[(—1,+1,—1)
34 e()=5( 0 0-9[(-1—-1,+1
7]«

*

Der bequemeren Schreibweise wegen ist in dem Symbol r(uﬁ') das Indextripel | = (I, I*, I’) durch die ihm zugeordnete Atomnummer erselzt.
Tab. 2. Erste bis viertndachste Nachbaratome von r(?) =(0,0,0).
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dal} die Abstinde der ersten bis viertnachsten Nach-
barn sich wie 0,433 : 0,707 : 0,829 : 1 verhalten.

Die Elementarzelle hat den Inhalt

3

U“:al(agxazg): 4.

Fiir die Basisvektoren des reziproken Gitters er-
halt man:

ples®X® 1. 3113,
a

Va

b* = aaz‘q’l = 'l’ (15 - ]-’ 1)7 (Is 4‘)
Va a

b= (17, -1).
Va a

Die von ihnen aufgespannte Elementarzelle hat den
Inhalt

1

v

n=bl(b2xb?) = =

Unter Beachtung der allgemein giiltigen Beziehung
aa°bﬁ=6aﬂ (a,ﬁ:]., 2, 3)

ergibt sich fiir das Skalarprodukt des Ortsvektors
r()=I'a, +Pa,+a; eines Raumgitterpunktes
mit dem Ortsvektor

L. MERTEN

Yy(h) =h; b' +hy b>+ b3 b?
(hy 5 hy, hy durchlaufen alle ganzen Zahlen)
eines Gitterpunktes des reziproken Gitters
r(l) - y(h) =1 hy+ P hy+ 1 hg, d.h. eine ganze Zahl.

Fir die Anwendung wichtig sind noch die Sym-
metrieeigenschaften des Zinkblendegitters ausgedriickt
durch Deckoperationen, d.h. Bewegungen, die alle
Gitterpunkte in &quivalente Gitterpunkte iberfiih-
ren. Sieht man von Translationsbewegungen ab, so
laBt sich eine solche Deckoperation mathematisch

durch
(g -Tor ()

beschreiben, wobei der Gitterpunkt (i) in (f’,) iber-
geht. T heilit Transformationsdyade, ihre im fol-
genden angegebenen Komponenten seien ¢ ge-

(L, 5)

nannt.

Die fiir das Zinkblendegitter bestehenden Symme-
triebeziehungen seien explizit angefiithrt (die rechts
von der Transformationsdyade angegebenen Zahlen
zeigen dabei an, welche nach Tab. 2 ihnen zugeord-
neten Atome bei der betreffenden Bewegung nach
Gl. (5) ineinander ubergehen):

a) Drehachse: 2, =2, =25 . Die Drehung um 120° wird beschrieben durch:

1-1 55— 9 11—=15 17—=21 2327
010 2—-3 6—10 12—-16 18—22 2428
T :(O 0 1) 3—-4 77— 5 13—11 1917 25—>23
1 42 8- 6 14—>12 2018 26-—>24
100 9> 7 1513 21->19 2725
110> 8 1614 22520 28-—>26
b) Drehachse: —xy= —2,=24
1-4 510 11—16 17—22 2328
01 O 2>26>9 12515 18—>21 2427
_( 00 _1) 3—-1 7—-11 13— 5 19—23 2517
2 43 8—=12 14— 6 20—-24 26-—18
—-10 0 9514 15— 8 21--26 27->20
1013 16— 7 2225 28-—19
c) Drehachse: —2;j=x,= —25.
1-2 5—=15 11— 9 1727 2321
0 —1 0 24 616 12—10 18—>28 2422
T _<O 0 __1) 33 7—12 13— 6 19—>24 2518
3 451 8—>11 14— 5 2023 26—17
I 0 0 9> 8 1514 2120 2726
10— 7 16—13 2219 28—>25
d) Drehachse: ;= —2,= —2;.
1-3 516 11—-10 17—28 23—>22
0 —1 0\ 2—16—15 12— 9 1827 24 — 21
T _( 0 0 1) 32 7> 6 13—-12 1918 25—>24
4 4 >4 8— 5 14—11 20—17 26—>23
-1 00 9513 15— 7 2125 2719
1014 16— 8 22526 28—20
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Xy= —Xy, Ty= — 3, x3= — 2, sind Spiegelebenen. Die Spiegelung z. B. an der Ebene x, =z, wird ge-
geben durch
1-1 5— 7 11—-13 1719 2325
010 2—-2 6—->14 12— 8 18—+26 2420
T —11 0 0 34 75 13—11 19-—17 2523
5 43 812 14— 6 2024 26—18
001 9> 9 15—>15 21->21 2727
1016 16—~10 2228 2822

Die Spiegelungen an den weiteren fiinf Ebenen las-
sen sich als Produkte aus Drehungen um die Raum-
diagonalen und der Spiegelung an der Ebene z; =,
zusammensetzen, z. B. die Spiegelung an der Ebene
=15

TLSETI-TF@ 0 ‘1’)

und an der Ebene 2z, = — z;:

1 0 0
Tos=Ty T5= (g 0 —(1)).

AuBler den angefiihrten Deckoperationen. besitzt
das Gitter noch weitere, die sich jedoch alle aus den
angegebenen ersten fiinf zusammensetzen lassen. So
sind z. B. die Koordinatenachsen zweizdhlige Dreh-
achsen:

1 0 0 -1 0 0
T, = (0 -1 0) N ( 0 1 0).
0 : 0 ’

0 —1 0 o

;- (‘3 -9 8).

0 0 1

T,, hat z.B. die Darstellung T, =T, To=T, - T,?
(s. Anm. **¥*).,

Fir spitere Anwendung sei noch erwahnt, dal}
mit (a, b, ¢) im allgemeinen vierundzwanzig Gitter-
punkte mit gleichem Abstand von einem herausge-
griffenen Gitterpunkt, etwa dem Punkt (0,0, 0),

existieren, namlich (¢, —b, —c¢), (—a, b, —c¢),

0P

(—a, —b, ¢) [zu beweisen durch Anwendung von
T, , Tyro, Tyg auf (a, b, ¢)] und die durch Per-
mutation (zu beweisen etwa durch Anwendung von
T,,T2 Ts, T5 T,, T5*T,?) aus ihnen gebildeten

weiteren zwanzig Punkte.

Erwéhnenswert ist schlieB3lich, dal gegeniiber dem
Diamantgitter eine Symmetrieoperation verloren-

geht, namlich die Inversion am Punkt g (1,1,1),
die das Teilgitter 1 in das Teilgitter 2 und umge-
kehrt iiberfiihrt:
TIn\'. = (_(1) _(1) 8) .
0 0

-1

II. Grundgleichungen der Schwingungstheorie
Sei r’(,{.) der Ortsvektor des Gitteratoms (,ﬁ), r(,{)
wie bisher speziell der Ortsvektor seiner Ruhelage,
u(k’) =r (,ﬁ) —1'({.) sein Verriickungsvektor. In der
adiabatischen Naherung existiert ein Gitterpoten-
tial @ als Funktion der r'(;g)bzw. u(,f), woraus sich
die auf die Masse m; des Gitteratoms (,5) wirkende
Kraft als - a@/au(é) ergibt. Da-
mit erhélt man als Newronsche Bewegungsgleichung
fir das Atom (,f), wenn man den Gradienten gleich

nach der Gleichgewichtslage (Index 0) entwickelt:

71 PR DXl e
il ==y~ eutph 3 o w0+ e
Fir die Koeffizienten benutzen wir die iblichen Abkiirzungen:
a0 " r2o P . s
o0 =gl 26 =)y 260 = Gugauyanip) @

Bei nicht zu groflen Auslenkungen darf man die Entwicklung nach dem linearen Gliede abbrechen (har-
monische Néaherung). Unter Beriicksichtigung, dafl das konstante Glied als wirkende Kraft in der Gleich-
gewichtslage verschwindet, vereinfacht sich (1 a) daher zu:

i (!) =

Iw k

- 3 (aﬁu(ﬁ))o‘ u(y) = —l,; D) - wi) -

(II, 1 b)

##% Transponierte Dyaden bzw. Matrizen seien durch Uberstreichen gekennzeichnet.
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Der Term ‘1)(‘”” u(f) bedeutet anschaulich die
(negative) Zusatzkraft, die der Kern (,ﬁ) bei alleini-
ger Verriickung auf den Kern (,f) ausiibt.

Betrachtet man den Kristall als unendlich ausge-
dehnt, so stellt Gl. (1b) ein System von unendlich

vielen linearen Differentialgleichungen dar. Man
kann es mit einer ebenen Welle losen:

u(f) =v(k) expliq-r()—iwt].
(q: Wellenzahlvektor, ®: Kreisfrequenz, v (k):

Amplitude).

In dem Ansatz ist bereits die Gitterperiodizitit aus-
genutzt, namlich dafl die Amplituden in korrespondie-
renden Gitterpunkten (gleiches k) iibereinstimmen.
Nach Einsetzen des Ansatzes erhalt man aus (1 b) :

mi 2 v (k) = Y O(L) - v(K) explig-[r(L)—r()])
'k’

~Y o) o) (11, 3)
4

mit

Ofe) =

Wegen der Gitterperiodizitat ist Q(kk) bei festem
k, k" nur von dem Abstand der Zellen [, I’ abhingig,

was man durch die Schreibweise
B () =0 ()
ausdriickt. Mit der Abkiirzung
r(,;L = r( ) —r(E)=rd) +rE) —r{)-rF)
laft sich (3 a) daher in der Form
@) S ol

w)exp{—iq r(gh)}
- S o) (i r(L)
schreiben.

(II, 3b)
Durch den Ansatz der ebenen Welle hat sich das
Gleichungssystem (1b) auf so viele lineare homo-
gene Vektorgleichungen reduziert, wie Atome in der
Elementarzelle sind. Im Falle des Zinkblendegitters
sind es also zwei Vektorgleichungen oder sechs Kom-
ponentengleichungen. Damit ein solches Gleichungs-
system iiberhaupt eine Losung besitzt (von der tri-
vialen Losung abgesehen, bei der alle Amplituden
gleich Null sind, d.h. iberhaupt keine Welle exi-
stiert), muf} die Determinante des Gleichungssystems
verschwinden:

C(l{{) — my * Opyy 1‘ =0.

o) el [r(E) - () AL32)

(1L, 4)

(I bedeute hier wie im folgenden die Einheitsmatrix

bzw. -dyade.)

L. MERTEN

Da C(k(,'{') die Wellenzahl enthalt, ergibt diese
Gleichung, die sogenannte Sikulargleichung, eine
Beziehung zwischen der Frequenz und der Wellen-
zahl, das Dispersionsspektrum. Da die Determinante
3 n-reihig (n = Zahl der Atome in der Elementarzelle)
ist, erhalt man fiir gegebenes q im allgemeinen 3 n
Losungen fiir w?, wobei jede der 3 n Funktionen
o(q) (w positiv) als ein Schwingungszweig bezeichnet
wird. Mit gegen Null gehender Wellenzahl geht bei
dreien von ihnen die Frequenz ebenfalls gegen Null,
wihrend sie bei den restlichen 3 n— 3 gegen einen
von Null verschiedenen endlichen Grenzwert gehen.
Die ersten werden als akustische Schwingungen be-
zeichnet. Sie gehen fiir kleines q in die elastischen
Festkorperschwingungen iiber. Die letzteren heiflen
optische Schwingungen. Bei ihnen schwingen in der
Grenze q=0 die einzelnen Teilgitter starr gegen-
einander. Sie bedingen die auf Gitterschwingungen
beruhenden optischen Erscheinungen im Ultraroten.

Da fiir das Zinkblendegitter n =2 ist, existieren
drei akustische und drei optische Zweige.

Nach Einsetzen der aus der Sakulargleichung er-
mittelten Eigenfrequenzen ® in (3) lassen sich die im
allgemeinen bis auf einen konstanten Faktor bestimm-
ten Amplitudenvektoren (Eigenvektoren) berechnen.

In der hier besprochenen Theorie haben wir still-
schweigend angenommen, daf} die Elemente @as (lk—k{’)
der Entwicklungsdyaden @ (lk}f) — man nennt sie
meist Kopplungsparameter oder mikroskopische ela-
stische Konstanten — numerisch bekannt sind. Tat-
sdchlich ist ihre numerische Bestimmung eine der
Hauptschwierigkeiten der Schwingungstheorie. Da
ihre wellenmechanische Berechnung (s. etwa Anm. 1,
S.155) sehr schwierig und bis heute praktisch nicht
durchgefiihrt ist, mufl man sie auf MeBdaten zu-
ruckfiihren. Die einfachste und bisher meist durch-
gefiithrte Methode ist die von Born, dal man die
Kopplungsparameter durch Ubergang zu den elasti-
schen Festkorperschwingungen mit den elastischen
Konstanten in Beziehung bringt.

Vor Anwendung dieser Methode nutzt man jedoch
zweckmaBig zwischen den Kopplungsparametern be-
stehende Beziehungen aus:

Zunichst folgt aus der Vertauschbarkeit der par-
tiellen Ableitungen:

D) = Din)
bzw. in Dyadenschreibweise

o () = () (IL, 5 a)
oder (%) =D () - (I, 5b)
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Unter Beachtung von 1‘(&) = — r(;:,ﬁ) folgt hier-
mit nach (3b) die zur Berechnung der Sakular-
gleichung wichtige Beziehung:

o) -c(8).
(C* bezeichne die zu C konjugiert komplexe Dyade.)
Die aus den C(k'{.r) gebildete Matrix ist also hermi-
tesch, d. h. die Eigenfrequenzen «(q) sind reell.
Weitere Beziehungen liefert die zu fordernde
Bedingung, dal weder die auf die einzelnen Atome
wirkenden Krifte noch das Potential sich andern,
wenn der Kristall in seiner augenblicklichen Kon-
figuration als Ganzes verschoben wird. Denkt man
sich eine kleine Translationsbewegung des Kristalls
im Gleichgewichtszustand ausgefiihrt, so fiihrt die
erste der Bedingungen auf die Gleichung

(I, 6)

No(l) =Y @) =0 (L7a)
125 23
oder
D(%) = — D' Ph) = — D' (k). (L 7Th)

LK Lk

Mit der Berechnung der Kopplungsdyaden zwischen
einem Atomkern und allen anderen Kernen ist also
auch die Dyade (I)(,?k) bekannt, welche die durch
Verriickung des Kerns (2) auf ihn selbst ausgeiibte
Kraft bestimmt.

Denkt man sich weiterhin den Kristall mit seinen
Atomkernen in ausgelenkten Lagen u(,ﬁ) in festge-
haltener momentaner Konfiguration so bewegt, dal}
die Ruhelagen eine Deckoperation r(f}) =T'r(,ﬂ)
beschreiben, so folgt aus der Bedingung, dal} das
Potential sich dabei nicht dndert,

D) =T B(%)-T (I, 8a)

und hieraus wegen der Orthogonalitat der Trans-
formationsdyaden (T=T"1)
(.D(LATKI/) =T @(’k‘k{') T ; (II,8b)
III. Gestalt der Koppelungsmatrizen fiir das
Zinkblendegitter

Die Kopplungsmatrizen @ (ki) lassen sich im all-
gemeinen mit Hilfe der Gl. (II, 8b) stark verein-
fachen, indem man unter den am Schlufl von I an-
gegebenen Deckoperationen diejenigen heraussucht,
bei denen der Abstandsvektor r(,j,f) in sich selbst
tibergeht; da sich dann ndmlich in (II, 8b) die
Matrix @ (Li) reproduziert, erhalt man Beziehungen
zwischen ihren Elementen.
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Bei der Anwendung sei in & (Li) das Indextripel
L= (1!, 2, P) wieder durch die ihm nach Tab. 2 zu-
geordnete Atomnummer ersetzt, d. h. Q’(ki») = (%)
oder meist noch kiirzer @ (bé:) = @" geschrieben.

Um zundchst die Kopplungsmatrizen fiir erste
Nachbarn zu vereinfachen, wenden wir auf

(@, Pl DY
)= (¢%l ¢‘§2 ‘p%a)
D} D, D)

Dl = (D(.le (II1, 1 a)
die Operation T, an. Da dabei 1’(._}1) in sich selbst
uibergeht, folgt

D3y Dy Dy
PL=T  -P-T = (di:}g DL, ¢§1) . (III, 1 b)
D, Py P
Unter Einfilhrung neuer Bezeichnungen ergibt der
Vergleich von (1a) und (1b):

1 1 1 —_ ! 1 1
b =Dy = Do = D3 - c:¢12:¢23:(p31,
it 1 1
= Doy =Dy =Dy,

Auf die so vereinfachte Matrix wenden wir aufler-
dem T an. Da die Matrix hierbei wieder in sich
selbst tibergeht, ergibt sich:

b e¥¢

v/ (3‘1()‘ :‘) :Ts'(l)l'T_.;: (r b r').

¢ c*d e*¢c b

Hieraus folgt die weitere Beziehung c¢=c*, somit
fiir @1 als endgiiltige Form:
o (e 9.
ccd

Aus der zu einem Abstandsvektor r(ki-') gehori-
gen Kopplungsmatrix ‘1)(klkl) lassen sich nun allge-
mein alle zu dquivalenten Abstandsvektoren (gleiche
Linge) gehorigen Matrizen nach Gl. (II, 8 b) durch
Ausfiihrung der auf S. 666 angegebenen Operationen
gewinnen. Bei ersten Nachbarn geniigen bereits die
Drehungen um die Koordinatenachsen (Anwendung
von T';y, T4, Ty3), wahrend bei zweiten und dritten
Nachbarn noch Drehungen um eine Raumdiagonale
(z. B. Anwendung von T und T,?) hinzuzunehmen
sind. Bei den ersteren Operationen bleiben die Ma-
trizen bis auf den Vorzeichenwechsel bestimmter Ele-
mente ungeidndert, wihrend bei den letzteren die
Elemente beziiglich ihrer Stellung in Zeile und
Spalte zyklisch vertauscht werden.

Da die Matrizen fiir erste Nachbarn symmetrisch

sind und nach (II, 5b)
o = () = B(3) = on

T Der Strich am Summenzeichen bedeutet AusschluB3 des
Summanden /=0, k=k".
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gilt (zur Bezeichnung siehe Anm. zu Tab. 2, S. 666),
folgt:

D — P (n=1, 2, 3, 4).

Man erhalt also das Ergebnis:
o) =0(L)=( ¢ b 1), D) =d(E)=(-c i)

¢ \ ¢—c b

(111, 2)

° 5 b g=¢ b—c—c

¢(2'1):¢(17:):(,§,’;’§)’ ¢(._f‘1)=q>(14_3):(:z 5 ;)
4

Mo =¢(;;)=(48b3°b4%) —4bI (I, 2a)

(I: Einheitsmatrix).
Bei zweiten Nachbarn geht durch Spiegelung an

der Ebene 2, =23 (Anwendung von T'j;) r(151) in
sich selbst iiber. Folglich gilt:

5 (py. Ql‘.’. 03\
¢5 — ¢(11) = (15‘2’1 @52 {D%)
D5 D

=T 5 D5

Hieraus entnimmt man unter Verwendung neuer

Buchstaben:

— 5 — (_1)5 5 (l)’ (Z)D
dl = @11 ’ gy = 12 = 3 , 91 — 21 = 31°
o ¢" ¢5 (2)5 ¢5
fl ;.3 33 ? 23 *

Durch Spiegelung an der Ebene z,= —x; geht
r(;;) in r(j7)iber, also:

d e T
@11 E@( ) Ts5-D5- Tgs—(:? Zl ;1).

Andererseits ist 7(17) =
gilt:

- 1'(11), so dafl nach (II,5b)

5 dy e * e* 5
DU = P5 = (e: h oo ) , folglich: e;= —e;*.
e G1 1
Setzt man dieses Ergebnis ein und bestimmt in der
angegebenen Weise die weiteren Kopplungsmatrizen

fiir zweite Nachbarn, so erhalt man:

o= (% B g)e@=( 5] )
o) = (% _h-4).e6d=(-% J )
o) =( 5 % Fom =4 &)
o)~ (5 7). oMy~ (-4 & 5 a3
o)~ & hogetn- (6 % %)
o) = (-4 -5 o0~ (-n % 5.

L. MERTEN

16

7 2()=

4d, + zﬁ. 0
( 1+ 8fy
0

=(4d,+8f)) 1
(II1, 3 a)

Die Kopplungsmatrizen fiir zweite Nachbarn von
%(1,1,1) gewinnt man auf ganz analoge Weise.
Man kann sie daher direkt aus obiger Zusammen-
stellung entnehmen, wenn man statt der nichtiiber-
strichenen die tberstrichenen Atomnummern und
statt des Index 1 den Index 2 setzt.

0 \
)
4d, + 8&f,

Um die Kopplungsmatrizen fiir dritte Nachbarn
zu erhalten, wenden wir die Transformation T'; 5 an.
Da dabei der Gitterpunkt 17 in sich selbst iibergeht,
folgt nach (II,8Db):

17

PV =D (30) = (gﬁ ‘151‘2
21 ol ol
17 17

@7y (ol af
DY D

= T1,5

woraus man entnimmt:

17 '_ 177 17 - 1/ 17
=01, j=0N BV, k=d) - b,
(ll 17 17 _ )14
I=dY — @17, n_¢,3_q32,

so daB} D17 die Gestalt annimmt:

P17 _ (2 7 i;).
kE n 1
Indem man wie bisher die weiteren Matrizen fiir
dritte Nachbarn bestimmt, ergibt sich zusammenge-
stellt:

ow=(§ 1) e@-(d747),
oty (171, we-(} 1)
ow-( 1§ ) e@-(-71-)
B2 :(_é _E:';l), @(3‘3):(:2 ‘Zl ’%) (111, 4)
o@)=( 1 ) oG -(n 1),
- (111 w-(4 7 )

und die @" bis auf Vertauschung von j und k£ schon
symmetrisch sind, hat man beim Ubergang von ®"
zu @" nur j und k miteinander zu vertauschen.

Als Summe der zwolf Matrizen folgt:



GITTERSCHWINGUNGEN IN KRISTALLEN MIT ZINKBLENDESTRUKTUR

S -

n=17

% ¢(2nl) =

n=17

4h + 81
( 0

671
0 0
hi s 4ho+sl):(4h+8l)l. (I11, 4 a)

Bei Beriicksichtigung der Wechselwirkung mit ersten bis dritten Nachbarn ergibt sich schlieBlich fiir

(1)) und D(5) nach (I1,7):

o(8)= - 3 X o)~ - ( i D)+ Y (L) + 2 o(2)

n=17

n=1 n=35

IV. Verkniipfungen der Kopplungsparameter
mit den elastischen Konstanten

Nach Bor~ kann man, wie erwihnt, die Kopplungs-
parameter auf die elastischen Konstanten zuriickfiih-
ren, indem man bei den akustischen Gitterschwin-
gungen zur Grenze kleiner Wellenzahlvektoren @
tibergeht, wobei die Schwingungen in die aus der
Elastizitatstheorie bekannten elastischen Festkorper-
schwingungen iibergehen. Da man andererseits die
gleichen Schwingungsgleichungen aus der Elastizi-
tatstheorie direkt gewinnen kann, ergeben sich die
gewiinschten Beziehungen durch Koeffizientenver-
gleich. Um den angegebenen Grenziibergang zu voll-
ziehen, entwickeln wir die Groflen der Gl. (II, 3)
nach q . Fiir C(;}-) erhélt man so:

CGE) =COGE) +CU(E) +COGE) + -
(IV, 1a)

wenn man unter C (,%.) die Glieder n-ter Ordnung
zusammenfaflt. Die ersten drei Glieder haben z. B.
die explizite Gestalt:

C(O) (xh) Z D( kk (a)
COGE)=—i ; d)(kk) [r(k;c')'q]’ (b)

COGE)=—1% IZ (D(ki) [r(k;c) q

(Iv, 2)

]2. (c)

Dabei gelten wegen (II, 5b) folgende Beziehungen
CO(8) =COF). CO(Z) = -CHF), AV,3)
c® (&%) = C(ér)i(k(',k) :

Ebenso ist die Frequenz = (%) und die Amplitude
v(k)=v(k ) innerhalb eines der drei akustischen

Schwingungszweige j (j=1, 2, 3) zu entwickeln, wo-
bei die angegebenen ausfiihrlicheren Funktionssym-

Z (n)) =—-4(b+di+2f,+h+2)1,

= (II1, 5)
) =—40b+di+2f+h+21)1.

bole benutzt seien:

(¥ = (r)(l)(?) + u)'z‘(‘]’.) 4 m“*‘(’/’.) + ..., (IV,1b)

o(E 1) -

Das konstante Glied der Entwicklung verschwindet,

da ja fiir akustische Schwingungen lim »(?)=0.
q—0

VO ) +oD (k|7 +0(k ) + ... .

Die Glieder gleidler Ordnung in (II, 3):

ZCIJ( k, q

miissen iibereinstimmen, d. h. es gilt fiir die Glieder
nullter Ordnung:

0- JC0(g,
fiur die Glieder erster Ordnung:
0= D [COE) vk 9) +COGE) vV (k" 9)]
=
(IV,4b)
und schlieBlich fiir die Glieder zweiter Ordnung:
a0 (] 0 (k1) = (€ () v )
&
+CO(L) - vO(E 1) +CO (L) - vk |9).(IV, 4 ¢c)

Unter Beriicksichtigung von (2 a) und (II, 7) findet
man: Die Gleichung nullter Ordnung besitzt von £’
unabhingige Losungen v (" %) =v© (7), d. h.
alle Atome schwingen mit nach Richtung und Betrag
gleicher Amplitude. (Dabei wird die hierin schon mit
angeschriebene Abhéngigkeit von q erst durch (5)
festgelegt.)

Die Gleichung erster Naherung stellt ein inhomo-
genes lineares Gleichungssystem von n (k=1, 2, 3,
... n) Gleichungen fiir die n Vektoren vV (k" 9)
bei vorgegebenem v (?) dar. Die Losungen
v (k" |?) lassen sich bekanntlich als Produkt einer
Dyade mit v"'(?) darstellen. In der Gleichung zwei-
ter Ndherung verschwindet wegen (2 a) und (II, 7)

my (1)2

) v O% 1), (IV,4a)
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nach Summation iiber k das letzte Glied der rechten
Seite. Somit bleibt nach der Summation:

(Z"‘k)[w“”(s'-)F vo)

%

_ Z [CO(Z) - vO(9) +
Da v(k’'|9) das Produkt einer Dyade mit v(%)
ist, 1aBt sich die Gleichung nach Division mit v,,
Fortlassen der oberen Indizes und dem Beachten,

daBl o=ZX m;/v, die makroskopische Dichte ist, in
k

(Iv,5)

CoE) v 9]

der vereinfachten Form schreiben:
ew?*(T)v(9) =K(q) v(9).

Diese Gleichung mufl mit der aus der makroskopi-
schen Elastizitdtstheorie gewonnenen Schwingungs-
gleichung iibereinstimmen:

0w*v=K(q)'v

(Iv,6)

mit Ko = anﬂ, w0 qpgqs.
po
(Iv,7)
Die cap. ;s sind dabei die in dem verallgemeinerten
Hookeschen Gesetz

Oaf = Z CaB, vd €78
70

IV, 8)

[ (0ag) = Spannungstensor, (&,5) = Dehnungstensor]

= ZZ (p(lll)

0o ()

Ebenso erhalt man:

COZ) = —4(b+h+20) 1,

4

C(Ul(q C(l))(q ZQ(lg - ﬁ

Die zur Berechnung von C® (%) und C® (;}) benétigten Skalarprodukte ()

~ o)+ Y o)

——A(btd 42, +h+2) [ +4(dy+2f) ] = —A(b+h+2D)1.

L. MERTEN

auftretenden und als elastische Konstanten bezeich-
neten Koeffizienten. Sie werden meist in der Schreib-
weise nach Voicr angegeben, indem das Indexpaar
afi durch den Einzelindex Z nach folgender Zuord-
nung ersetzt wird:

Indexpaar aff : 11 22 33 23(32)

31(13)
Index : 1 2 3 4 5

12(21)
6
Durch Koeffizientenvergleich zwischen den Darstel-
lungen in (6) und (7) kann man die gewiinschten
Beziehungen zwischen den Kopplungsparametern
und den elastischen Konstanten direkt ablesen, wo-
bei man auf die Zuordnung der Indizes in den elasti-

schen Konstanten achte.

Die allgemeinen Gleichungen sind nun auf das
Zinkblendegitter anzuwenden: Dazu sind zunichst
die Dyaden C(%), CV(%), C®(%) nach Gl
(IV, 2) zu berechnen. (Dabei beachte man: C™(])
und C™ (%) enthalten die Wechselwirkungsterme mit
sich selbst, zweiten, vierten usw. Nachbarn, wéihrend
C"({) und C™($) alle Wechselwirkungsterme mit
ersten, dritten, fiinften usw. Nachbarn enthalten.)

Beriicksichtigt man, wie gesagt, nur Wechselwir-
kungen bis zu dritten Nachbaratomen, so folgt mit
Benutzung der in III angegebenen Kopplungsmatri-
zen fiir die Entwicklungsdyaden nullter Ordnung:

(IV,9a)
(IV,9b)

28
D(1h) + Z(D(lo) 4(b+h+201. (IV,9¢)

- q lassen sich direkt

aus Tab. 2 ablesen. Als Beitrag erster Nachbarn von (0,0,0) zu C(s}) erhilt man so nach Summation

iiber die einzelnen Gitterpunkte in (2):

“ 0 g5 qs
CH 2 = —Lac(q, 0 q.)

und als Beitrag dritter Nachbarn:

(@)~ ot +k=3m(3 4 §).

d. h. in unserer Naherung

() =CP () +

0P(2) = —ialc+j+k- 3n)(q, % ZO)

¢ 01 0

'H

q: ¢ 0

(IV,10a)

q: 41
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und nach (3):

2 ¢ 0

COf) = — CO(E) =ialc+j+k-3n) (s 3:). (IV, 10 b)

Zur Berechnung von C'V)({}) ist nur iiber die zweiten Nachbarn zu summieren. (Das Glied (1)) liefert kei-
nen Beitrag wegen 1‘(101) =0.) Die Summe verschwindet aber, da sich in (IV,2b) die je vier Glieder,
deren zugehorige Abstandsvektoren bis auf Vorzeichen ihrer Komponenten iibereinstimmen, gegeneinander

fortheben. Also:

CH(A) =0 und ebenso CV(L) =0. (IV,10¢)
Fiir die Matrizen zweiter Ordnung erhilt man als Beitrag erster Nachbarn zu C® ()
> a® (b + ¢’ + a5?) 2eqg 2¢q3q
CP() = — ( 24,0, b+ ot 4 ('fI"h )
8 2¢q5q; 2¢¢:4s bg* + @.* + as®)

und als Beitrag dritter Nachbarn
(VA ey 233k EmGn 23— 3k waa
2 a S D)
C(A)= — = |2-8i-sk+mae, OhF D ) 2(—37— 3k + maes
(21 8 4 100) (02* + a1) ,

@19 2
23Sk maa  2-3 -3k mas  ORFE

d. h. mit den Abkiirzungen M =b+9h+21, N=b +h+10l, P=2(c—-3j—3k+n):

c a? (Mq,* + N(g.2 + ¢5*) Pq,q, Pgsyq,
CO(2)=CP(2)+ O3B ()= — - Pgiq Maq.® + N(gs* + q1?) Pasq ) IV,11a
() (1) 1 (5h) 8 Parq. "7 Paya, Mgy + N(@® + a2 (v, )
= C@)(l"z) nach (IV, 3).
Bei der Berechnung von C*® () ist wieder nur iiber zweite Nachbarn zu summieren:
g 11
’ a? [8fra:® + 4(dy + f1) (@.* + ¢a*) 801014 YN
C(Z)(ll) = — < sﬂquql’ ’ 8f1q.® + 4(dy + f:) (¢:* + 0.*) 817:‘1:‘1: ) o (IV7 11 b)
8 801001 8014245 8F1¢s* + 4(dy + 1) (@ + a2?)

Ersetzt man hierin d,, f,, g; durch ds, f,, gs, so hat man die Darstellung von C®(%) -

Mit diesen Matrizen laBt sich nun die Gl. (IV,5) fiir das Zinkblendegitter explizit hinschreiben. Die
Vektoren v(l)(k;']’.) (zur Abkiirzung sei im folgenden v (k) statt v<1>(k{ 9)und v statt v(©)(?)geschrieben)
gewinnt man aus Gl. (IV, 4Db), die fir k=2 lautet:

C(O)(‘I) 'v(l)(l) +C(0)(22) v (2) + [CU) ((1) +C 1)(?3)] v=0
und nach Einsetzen von (IV,9¢), (IV,9b) und (IV,10¢):
4b+h+20)1- (V1) —vD(2)) +CVO(H)-v=0

(¢)) —p® — S .
oder oM (1) —v®(2) 4(b+h+21)01( 1) v, (IV, 12)

Beachtet man C (%) = —CM (), so fithrt die Gleichung fiir k=1 auf dasselbe Ergebnis.
Als rechte Seite der Gl. (IV,5) erhilt man so, wenn man noch

co(f)=co(d) =0, cO(E)=-cn(), co(f)=ca(d)
beriicksichtigt:
Rechte Seite = [200(g) + 0@(2) + CO(E)]- v + CD(S) - (VD (1) —v® (2))
> 1
= [200() + c@(f) + eR) - ey [0“)(51)]2} v

Die durch v, = a?®/4 dividierte eckige Klammer ist die Matrix in (IV, 6). Sie lautet, wenn man die Matrizen

5 , 7'+ ¢ s 29
[0(1)(‘;!1)]2 = —ag(c+1+k—3n)"’( PP )
s /EY/ 5% €295 ¢ + ¢
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und CP(J), CO({), C3(}) einsetzt und die Abkiirzungen

(c+j+k—3m)?

== brh+21 dyp=dy+dy, fa=fi+s,
) (M + 4f1) g2
1 + (N + 2dy, + 2fis + Q) (¢:* + @5%)
K(q) = — = (P + 4¢:2 + Q) 014: + (N + 2dys +
(P + 4¢12 + Q) 0301

(P + 4g12 + Q) q14:

(M + 4f12) ¢2*
:-)-f)a + Q) (g5* + q1%)
(P + 4412 + @) 4205

812 =81 + &» benutzt:

(P + 4012 + Q) st
(P + 4g:2 + Q) 0205
(M + 4f10) g5
+ (N + 2dys + 2f12 + Q) (02* + ¢:%)

(IV, 13

Aus dieser Matrix lassen sich die Verkniipfungen der Kopplungsparameter mit den elastischen Konstan-
ten durch Vergleich mit (IV,7) direkt ablesen. Dabei ergibt sich, wenn die Kopplungsparameter in der
Reihenfolge zunehmender Abstinde der beiden zugehorigen Atome ordnet:

l 1/
- (M +4 fy5)

i =Cnon= —

Cqq4 = C23,23= —

--1! (b+2(d1+d2) +2(fy+f2) —

C12 T C44 =Cy2 1+ Cgg = Cy1,20 T Cy2,21 = —

d. h. mit (b):

1
Cia = Cyq,99 = —
12 11, 22 g

= - LAt +9R 12D, @)

(N+2(d1a+ f12) +Q)

(c+i+k—3n)® ) (b)

 b+h+21 Vs A

1
a (P+4g1+0Q),

(=N+P—2dy3—2f13+4g2)

=~ S (~b+2c—2(dy+dy) —2(fy+/p) +4(g+8) —h—6j-6k—101+2n). (o)

Offensichtlich gentigen die drei elastischen Kon-
stanten nicht, um alle Kopplungsparameter festzu-
legen. Beriicksichtigt man jedoch mit der in I ge-
gebenen Begriindung nur Krafte zwischen ersten
Nachbarn, so sind nur b und ¢ als von Null ver-
schieden anzusehen. Man erhilt dann die einfachen
Beziehungen (sie stimmen in dieser Naherung mit
denen fiir das Diamantgitter hergeleiteten iberein,
siehe Anm. %) :

b B
Ci= — ==y

1 c? 1 (o]
=y (0-F) =4 (B-F) av.15)
g ; (2e—B) = i (2C—B).

Da b und c¢ negativ sind (positive Kopplungs-
parameter bedeuten nach Definition AbstoBungs-
krafte, negative Anziehungskrifte!), ist es zweck-
mifBig, die hier eingefiihrten, durch die entspre-
chenden GroBbuchstaben bezeichneten negativen
Kopplungsparameter zu benutzen. Fir die in die-
ser Naherung sogar iiberbestimmten Parameter B

9 Zur Berechnung der Kopplungsparameter im Diamant aus
dem Raman-Spektrum siehe: K. G. Ramanarnan, Proc. Ind.
Acad. Sci. 26, 481 [1947].

und C [es besteht offensichtlich die Beziehung
dcyy(cqy —cqq) = (cqq +¢42)2] ergibt sich bei Ver-
wendung von ¢y und ¢y,

Beitityys Be=

a(cyy+cqs) )

5 (Iv, 16)

Wenn auch zur numerischen Bestimmung der Kopp-
lungsparameter fiir zweite und dritte Nachbarn
auller den drei elastischen Konstanten noch weitere
MeRBdaten (etwa Raman-Linien?) herangezogen wer-
den miissen, so haben die Gln. (IV, 14) doch inso-
fern eine Bedeutung, als sie eine prinzipielle Mog-
lichkeit bieten, die elastischen Konstanten wellen-
mechanisch zu bestimmen, namlich durch wellen-
mechanische Berechnung der Kopplungsparameter
(z. B. nach einer Methode von Feynman 10).

V. Dispersionsspektrum ohne Beriicksichtigung
von Coulomb-Kriften

Um die Eigenwerte ® und die Eigenvektoren v (k)
zu bestimmen, ist die Sakulargleichung (II, 4) zu
l6sen. Da die Sdkulardeterminante 6-reihig ist, ergibt

10 Sjehe hierzu: J. C. Stater, The Electronic Structure of
Solids, speziell Abschnitt 33: Calculation of Elastic Con-
stants, im Handbuch der Physik, Bd. XIX, Springer-Verlag,
Berlin 1956.
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sich bei gegebenem @ eine Gleichung 6. Grades in
®?, die im allgemeinen algebraisch nicht auflosbar
ist. Nur fiir einige ausgezeichnete Richtungen ist das
der Fall. Aber auch die optischen Grenzfrequenzen
lassen sich explizit angeben.

Um sie zunachst zu berechnen, ist der Grenziiber-
gang q — 0 in den Koeffizienten C(k‘,"r) zu vollzie-
hen. Da die Kréfte und damit die Kopplungspara-
meter — von den spater zu behandelnden Couroms-
Kraften zunachst abgesehen — schnell mit dem Ab-
stand der Atome abfallen, darf der Grenzprozel} an
den einzelnen Summanden der Summe (II, 3b) aus-
gefiihrt werden:

lnmC(u)—hmZ‘D(u)eXp{—lq T(i) V. 1
7 )

q—0

=2 D(x) hm exp{ —iq - (i)
7 7

— A4, —m 0 0 0 Ay
0 — Ay —my0? 0 0
0 0 —A; . —mo 0
Ay 0 0 — A3 —Mms
0 Aqa 0 0
0 0 Ay 0

Nach dem Lapraceschen Entwicklungssatz kann man
die Determinante in drei gleiche zweireihige Deter-
minanten aufspalten:

| — A a—my 0 Ay
12 — Ay —in, w*

3 -0.

Die Losungen von
Ay,

—A—m; 0*

12 *Au*-mu w? |
=% (mymy >+ Ay (my+my)) =0
namlich
Wak. = 05 0)0 == U)opt. == ]/// "]:f;'?g ( - A12)

1My

p— ] s i
= |/t (_ Yo (l.,,)) (V. 3)
mymy -4]- 32

sind mithin dreifache Wurzeln der Sakulargleichung.
Die Losungen w,) =0 sind die Grenzfrequenzen der
drei akustischen Zweige, die Losungen wq=w,p.
die Grenzfrequenzen der drei optischen Zweige. Er-
wihnenswert ist, dal in die optische Grenzfrequenz
nur die Kopplungsparameter zwischen ungleichen
Atomen, also mit ersten, dritten, fiinften usw. Nach-
barn eingehen. Dieses steht im Einklang mit der
Tatsache, dall bei der optischen Grenzfrequenz die
beiden Teilgitter starr gegeneinander schwingen,
d. h. die Bindungen zwischen Atomen gleichen Teil-
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Wegen der kubischen Symmetrie des Zinkblende-

gitters enthalt die Matrix Z Q(ki') nur unter sich
7

gleiche Diagonalelemente. Fihrt man fir sie die
Abkiirzungen

An = 7 (1)
A21 =4 = Z ¢aa

(aa=11=22=33)

ein und beachtet, dafl unter Beriicksichtigung von
(II, 7 a) gilt:

> Pas(ii)
LK

Ay =N D, (1),

= Z Do) + ; Doa(1)

=4y +442=0,
d.h. 4,;,= —A4,, und ebenso Ay, = — Ay, =

so nimmt die Sakulargleichung die Form an:

0 0

Ay 0

0 Ay
a3 | =0. (V,2)

— Ay —my? 0

— A, — My 0?

gitters, also zweiten, vierten, sechsten usw. Nachbarn
gar nicht beansprucht werden.

Durch Einsetzen von Z Dua (15) [GL (IV,9¢)]
7

ergibt sich in unserer Naherung:

wo=2l/'"‘+”"[ (b+h+2D)]
e _ (V,3a)
]/'"1+"‘2 (B+H+2L).

Ausgezeichnete Richtungen, fiir die sich alle sechs
Schwingungszweige durch einen algebraischen Aus-
druck darstellen lassen, sind die (111)- und (010)-
Richtung. Bei einer Welle in der (111)-Richtung,
d. h. entlang der Raumdiagonalen, stimmen wegen
gy =g>=gqs alle Cop mit gleichen und alle mit un-
gleichen Indizes untereinander iiberein. Wir kiirzen

Uy =Canl), Up=Culd),
W = Cuw(d),

Vo= Ca@). Vo= Cul@),

X = Cus(), (a#p) (V,4)
Uy=Caa(®) —my 0®=U; —m; 0?2,

Uy = Coa(B) —my w*=Uy—my 2.
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Damit nimmt die Sakulargleichung die Gestalt an: len und Spalten laBt sich die Sikulardeterminante
UV Vo WoXox nach dem Lapraceschen Entwicklungssatz in ein Pro-
VoVl oty ox owo 0 (V, 5) dukt von drei zweireihigen Determinanten zerlegen:

{we X+ X+ T V¥, ¥, | =V ’

'X* W* X* V. U V, | ‘ = 3
: . .l T,-V, W-X 2 |U;+2V, W+2X |
LA COL O Wi_X+ U,-V, Welake U,%3¥, | =0.
Nach Addition bzw. Subtraktion bestimmter Zei- (V,5a)

Das Verschwinden der quadratisch auftretenden Determinante fordert:
Uy =Vy) Uy —Vy) — (W-X)(W*-X*)=0, woraus mit U," = U, — m, 0?, Uy’ = U, — my ? folgt
mymy @ — [my(Uy— V) + my(Uy— V)] 0% + (U= V) (Uy—V,) — [ W —X 2=
d. h. es ergeben sich die Lﬁsungen'

_U—V, /( Vi Us=Vs)2, 1 YR (. B
T e [ Raa (L O { U AR AV VA
2 Us=Vy Us=Vs  1/(Usi=Vs _ Ua=Va)?, 2
oudex ©Cr = 2y w 2 m, i]/< 2 my 2 my > ) mlmz\W Xl [¥'55)
Die Losungen von
o i l‘}; i 3‘1‘; | =0 kann man direkt aus dem Ergebnis (6) ablesen,

danur —V durch +27V und — X durch +2 X zu ersetzen ist:

wi_) Uu+27, 5. Us+2 Vzi ‘I//(U1+2 vV, £l Up+2 Vz)g ‘W+2X'Z (U1+2V )(U2+2 Vz)]

2 my 2 m, 2m, 2 m, v )
,7a
g U,+27, U+2V ;VU Y7 ) U+2V
2 b UB Rl | it e 2 2
odex T T2m, 2m, il/( ‘2m11_ 2 m, ) ”*[W”XP el

Die zweifache Losung (6) gibt die Frequenz der transversalen, die einfache (7) die der longitudinalen
Schwingungen an. Die Losungen mit dem positiven Wurzelvorzeichen gehoren zu den optischen, die mit
dem negativen zu den akustischen Schwingungen [lim o (q) =0].

q—0

Die in den Gleichungen auftretenden, durch (V, 4) eingefiihrten GroBbuchstaben sind dabei Abkiirzungen
fur folgende Ausdriicke: (g=q,=¢2=q5, |q|=V3q)
Uy=Cy(f) = —-40b+h+21) +2(dy+2f)) + (dy+2f,) (eTi%4 e i)
= —4(b+h+20) +4(d;+2f) cos?(}aq),

Uy =Cyy(2) = —4(b+h+21) +4(dy+2,) cos®(Baq),

Vi=Cyp(f) = —28 +g1(et™+e ") = —4 g sin?(3aq), (V. 8)
Vo= Cio($h) = — 48 sin®(3agq),

W = Cyy(8) =b(3e iy etiGatay 4 (B4 21) (ei(ea 4 2 gHilBalt)a 4 pHilsait)g)

X=Cp(p) = - c(e i@ _ otiBad)a) 4 (jp k) (e @9 _ e~ilal4)q)

oz n(e—z(al4 -9 e—H (3al4)q + e i 5(1/4)q)

(Man erhalt die nachstehenden Gleichungen nach (II, 3b) unter Benutzung der Abstandsvektoren aus
Tab. 2 und der zugehorigen Kopplungsmatrizen.)

Firr die (010)-Richtung, d. h. einer Welle entlang der Wiirfelkante, erhalt man als Matrixelemente die
folgenden Ausdriicke: (g1=¢5=0, qg=gq,)
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E() =Cui(2) =0 (of=13m3] =28l =13=32)
Sy =Cop(8) = —4(b+h+21) +4d,+8f cos(ag),
Sy =Coa(2) = —4(b+h+20) +4dy+8fycos(fag), (V,9,
Up=Cua(8) = —4(b+h+21) +4f,+4(dy+f,) cos(tag),
Up = Coa(2) = —4(b+h+20) +4fy+4(dy+f) cos(Fag) , (aa=11=33)
V =Cs({t) =4(b+21) cos(jagq) +4hcos(tagq),
W = Coa() =4(b+h+1) cos(}aq) +4lcos(fag), (aa=11=33)
Cot() =Cio(@) =0 (af=12=23=21=32),

X=Cau() =i4(c+j+k)sin({aqg) —idnsin(3aq), (2f=31=13).

Die Sékulargleichung hat mithin fiir diese Richtung das folgende Aussehen:

Uy 0 0 W o0 X

lo S 0 0 o0

lo o U’ x o W, Ux 2

e o # Teo o =0, { = { # —my 0. (V,10)
Lo ¥ 0 0 S 0

X« 0 w* o0 0 U (k=1,2)

Die Siakulardeterminante 1dBt sich wieder in drei zweireihige Determinanten zerlegen mit dem Ergebnis:

- WLT:XHW.L_Y;X. W;“‘f‘. E' =0. (V,10a)
Die Losungen lassen sich durch Vergleich mit (V, 5 a) bzw. (V, 6) und (V, 7) sofort ablesen:

(,)12# .D‘ = Uz -+ ( ,,,,,

e
2m,.7—2m2) my ms ([W_X] =Uylg) +

2m, 2m2
wf = 4 D il/( Ui 4. 7)+—f— (W+XP-U,Ts), (V,11)
2_ S S, Sy _,_1_A _
S NTE N3 e S )

oder in der kiirzeren Form:

= 2’"; 2m2i]/<2m1_2m2> ”’jEIW Xl

D U, sl U: L (7!{1 _ U:f)?' . 1 W X2
@2 2m,  2ms ]/ 2my  2my)  mymy l " | (Vs 12)
- S, S, ofs ( 751 o )- 1 I {
® 2m, 2 ms 2 my 2m, my my

Da W reell und X rein imaginir ist und folglich | X —W [2=|X 4+ W |2 gilt, stimmen die ersten beiden
Lésungen iiberein. Sie geben die Frequenzen der transversalen Schwingungen, die letzte die der longitudi-
nalen Schwingungen an.

Explizit eingesetzt seien die Matrixelemente Cas(;}) nur fiir den ersten Niherungsfall, daB allein
Wechselwirkungen mit ersten Nachbaratomen (nur B= —B,c= —C+0!) beriicksichtigt werden:

(111)-Richtung:

Nach (V,8) ist: U;=Uy,=4B, V;=V,=0
|/ — B(3 e—i(a/4)q+ e+i(3a/4)q) — =} e+i(a/4)q(3 e—i(a/2)q+e+i(a/2)q) s



678

L. MERTEN

= ) <4 D) -1 P
— Beilaq(3 gtila2)g 4 g—ilai2)g)
C etilal)g (e—ilai2)g _ g+ilai2)g)

i(al2)q _ —z(a/?)q)

w* =

X — C(e—z(a/4)q _ e ‘3(1/4)q)

X* = (Ceilatyg (e

W—_X =etilatyg [_ (B— C) etila2)g _ (3B+C) e—z(alz)q] ,
W2 X — eTilald)g [_ (B+20C) etila2)g _ (3B—2C) e—i(_a/?)q] :

W - X[2= (7~ X) (7"
=16 B2 —
W+2X)(W*+2X*)

A(3B2 -
|W+2X[2= ~16 B2 —

Einsetzen in (V, 6 a) und (V, 7 a) ergibt:

—X*) =(B=C)2+ (3B+C)2+ (B=C) (3B+C) (etiot 4 ¢~ia9)
2BC—C? sin®(3agq),
4(3B*+4BC—-4C? sin?(3aq).

[l B2(m1 +my)2—my;my(3 B%—

W=

2BC—C?) sin*(3aq), (V,13)

VB2(m +my)?—mymy(3B+4BC—4C?) sin?(3aq).

V=V*= —4Bcos(tagq),

X) =16 B2 cos®(4a q) + 16 C?sin’( taq)

transversal : wtr _9p Mmtm, + 2
my my my my
longitudinal: £ =2 R m1+"’2
my m, m,
(010)-Richtung:
Nach (V,9) ist:
U,=U,=85,=S5,=48B,
X=-X*= -4iCsin(taq),
|V [2=16 B% cos®*(+aq) =16 B2—16 B*>sin*(}a q) ,
W —XP=|W+X]P=(W+X)(W-
—16 B2 —16(B2 — C?) sin®(

Einsetzen in (V, 12) ergibt:

taq).

transversal: ot =28 b ]/ Bz(m1 + m2) -4 m1 mz(B2 C?) sin?(4a q) .,
my; my m;m
- 2 S R P
longitudinal: w? =28 B VBZ (my+my)2—4 my my B? sin®({a gq) . (V, 14)
my my my my

Die beiden in der hier benutzten Naherung auf- [ elastische Konstanten | Kopplunzs-
trlt.atender.l (negativeril) Koppl-l.mgsparameter B und C it %a | in 19” dyn/cm? | inplatggg;rtl7zm
kénnen im Augenblick nur fiir ZnS und InSb nume- ka”nﬁf“‘e X:’ ] ‘ ‘ L
risch bestimmt werden, da fiir weitere Kristalle mit | en | G €4 |Beac,|C=3
Zinkblendestruktur die elastischen Konstanten nicht o ‘ ‘ o)

- . ’ i "

zur Verfiigung stehen. Dle Betxrtellung der Giite der ZnS 5412 39 63 | lg Zg g,gg i,;gu } gélB,g | 1(8),;7)
Naherung durch Vergleich mit experimentellen Er- ! » pod ™ 940 | B
gebnissen kann daher auch nur an Hand dieser ——— ‘67 43, 66 | 38 3,0 3| 496 | 33.8
beiden Verbindungen erfolgen. Die numerischen R CUUTT 647 | 3,27 (3,074 41,9 314

Werte fiir die mit Gl. (IV,16) berechneten Kopp-
lungsparameter zeigt die folgende Tabelle:

11 S, Buagavantam u. D. Survanaravana, Proc. Ind. Sci. 42,
304 [1944].

12 W. Voier, Nach. Ges. Wiss. Gottingen, Math.-physik. Klasse
1918, S. 424 —456.

13 L.H.DeVavux u. F.A.PizzareLro, Phys. Rev. 102, 85 [1956].

14 R. F. Porter, Phys. Rev. 103, 47 [1956].

Tab. 3. Berechnung der Kopplungsparameter B und C aus
den elastischen Konstanten.

Von Interesse ist vor allem der numerische Wert
der optischen Grenzfrequenz (linkes Ende der obe-
ren Schwingungszweige in der Abb. 3). Sie stellt
namlich die aus der Optik bekannte Dispersions-
frequenz dar, bei der sehr diinne Kristallschichten
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Abb. 3. Zwingungszweige fiir ZnS. Gln. (V, 13) und (V, 14)

mit den aus Tab. 3 gemittelten Kopplungsparametern:

B=54,7-10% dyn/cm; C=44,8-10% dyn/cm.
a) (111)-Richtung. b) (010)-Richtung.

15 Zitiert in Anm. 12, S, 85.

16 pm gemessen von H. Yosuinaca (Phys. Rev. 100, 753 [1955]),

daraus v, berechnet nach (V, 15).
Elastische Konstanten nach Buacavantam 1.
18 Elastische Konstanten nach Voicr 12,
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eine minimale Durchlassigkeit haben und in deren
enger Nachbarschaft der Kristall ein maximales Re-
flexionsvermogen besitzt. Aus der zu diesem Maxi-
mum gehorigen Frequenz v, (Reststrahlfrequenz)
1aBt sich die Dispersionsfrequenz bei nicht zu gro-
Ber Dampfungskonstanten nach folgender Formel
(Haverock) berechnen:

syt |12
vo=|1+"0—= v
9 ( 650_4) m

. statische Dielektri-
€0° zititskonstante

Hochfrequenz-
Eoo . dielektrizitiits-
konstante

(V,15)
Den Vergleich zwischen den gemessenen und nach

Gl (V, 3)

/-
w, 1 9/ pmy+m,

vo=2_--7/B -
2n =n my my

1
7 1/a611 Tt 1y

my my
(V,16)

berechneten Dispersionsfrequenzen zeigt Tab. 4.

Zn S In Sb
my=mzn=109 - 10-2* g my=mip =190 - 10> g
my=ms =53,2 - 1024 g} | \my=msp=202 - 10 g

gemessen  berechnet | gemessen berechnet

nach | nach

Vo V, 16 V, 16
[102sec 1) 9,115 (12,317) 5,4919 (6,64”)
1,2 12,01 il

Tab. 4. Dispersionsfrequenz », .

Bei der Deutung der noch auftretenden Diskrepan-
zen zwischen den theoretischen und experimentellen
Daten wird man in erster Linie an den unbertick-
sichtigten Einfluf} der CourLoms-Kréfte denken. Hier-
auf kommen wir in einem zweiten Teil der Arbeit
zuriick, in welchem der Einflul der Couroms-Krafte
auf die Gitterschwingungen in Kristallen mit Zink-
blendestruktur allgemein untersucht wird.

Herrn Prof. Dr. W. Franz und Herrn Dr. L. TEworpT
danke ich fiir die Anregung zu der Arbeit, ihr férdern-
des Interesse und fiir wertvolle Diskussionen.

19 Gemessen von H. Yosuixaca u. R. A. Oemsen, Phys. Rev.
101, 526 [1956].

20 Elastische Konstanten nach De Vaux und Pizzarerro 13,

21 Elastische Konstanten nach Porter 4.



